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Использование информационных технологий и, в частности, информационных обучающих систем увели-
чивает возможности как преподавателя, так и обучаемого, в достижении своих целей в образовательном 
процессе, учитывая индивидуальные характеристики каждого и предоставляя возможности непрерывного 
образования. Несмотря на большое количество исследований в этой области и очевидные преимущества та-
ких систем, их использование пока ограничено. Одной из главных причин здесь является использование точных 
количественных методов в такой сложно-структурированной и нечеткой области как учебный процесс. При 
проектировании информационных обучающих систем разработчики сталкиваются с проблемой моделирова-
ния знаний, которые условно могут быть разделены на две категории: предметные и персональные. Предмет-
ные знания определяются программой обучения и представляют знания эксперта (преподавателя) о составе и 
структуре учебного предмета. Персональные знания позволяют определить степень изученного материала 
обучаемым. Эти знания динамичные, изменяются в процессе обучения и предназначены для адаптации инфор-
мационных обучающих систем к конкретному обучаемому. В настоящее время существует большое количе-
ство моделей представления знаний, среди которых наиболее используемыми являются логические, продукци-
онные, сетевые, фреймовые и математические. Главными преимуществам математической модели являют-
ся точность, работа с абстракциями, передача информации логически однообразным способом. 
Математическая модель представления знаний на основе теории нечетких множеств позволяет, в отличие 
от остальных, учесть семантическую неопределенность оценивания экспертом (преподавателем) степень 
подготовки обучаемого.
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Введение. В настоящее время система об-
разования активно развивается за счет внедре-
ния информационных технологий, которые 
позволяют повысить доступность образования 
и его качество. Новые технологии предостав-
ляют преподавателю и студенту более широ-
кие (по сравнению с традиционным обучени-
ем) возможности в преподавании и изучении 
дисциплин. Ин формационные обучающие си-
стемы (ИОС), реализуя комплекс программно-
технических и учебно-методических средств, 
позволяют автоматизировать процесс обуче-
ния, а также выстроить для каждого обучаю-
щегося персональную траекторию изучения 
материала, независимо от того, где территори-
ально находится обучающий [1].
Базой для проектирования ИОС являются 
работы Брусиловского П. Л., Савельева А. Я., 
D. Callear [2–5] и многих других. Однако, не-
смотря на большое количество исследований, 
существует ряд причин, по которым использо-
вание ИОС в учебных заведениях ограничено. 
Среди главных причин можно выделить сле-
дующие:
 • ИОС покрывают лишь некоторое количе-
ство действий из всего учебного процесса;
 • ИОС обладают низкой степенью адапта-
ции к индивидуальным способностям обучае-
мых.
Указанные выше причины, как правило, 
вызваны использованием точных количествен-
ных методов в такой сложно-структурирован-
ной и нечеткой области, как учебный процесс. 
Использование точных методов не позволяет 
учесть лингвистическую неопределенность, 
неточность категорий логики, а также субъек-
тивизм эксперта, что в свою очередь наклады-
вает ограничения на качественное отображе-
ние знаний преподавателя в ИОС. В связи 
с этим можно утверждать, что задача разра-
ботки средств представления знаний в ИОС, 
учитывающей их семантическую неоднознач-
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ность, является актуальной для достижения 
цели реализации адаптивной обучающей си-
стемы, способной самостоятельно определять 
текущий уровень знаний студента и адаптиро-
вать маршрут обучения в зависимости от этого 
параметра.
1. Знания в информационных обучающих 
системах. Понятие «знание» по своей сути яв-
ляется очень обширным и многозначным. На-
пример, в работе [6] к знаниям относят инфор-
мацию о логике решения задач, а к данным – 
информацию, которая должна быть проанали-
зирована в соответствии с этой логикой. Также 
в [6] выделены специфические признаки, от-
личающие знания от данных: 
 • внутренняя интерпретируемость, означа-
ющая, что в знаниях находится информация, 
раскрывающая смысл элементов знаний;
 • структурированность знаний, заключаю-
щаяся в возможности декомпозиции сложных 
объектов на более простые и установлении со-
ответствующих связей между ними;
 • связность знаний, отражающая причин-
но-следственные и временные отношения меж-
ду фактами, процессами и явлениями;
 • активность знаний, содержащая планы 
действий и управляющие процедуры.
В свою очередь знания можно разделить на 
два вида: формализованные (явные) и неформа-
лизованные (неявные). Формализованные зна-
ния могут быть представлены в виде строгих, 
конкретных и четких умозаключений (формул, 
моделей, законов). Их можно записать, запом-
нить, передать устно. Также формализованно-
му знанию можно научиться самостоятельно, 
следуя четким правилам. Например, для вычис-
ления дискриминанта квадратного уравнения 
нужны знания формулы дискриминанта, т. е. 
запомнив формулу дискриминанта и применив 
ее в реальной жизни, можно утверждать о зна-
нии дискриминанта квадратного уравнения.
Понятие неформализованных (неявных) зна-
ний было впервые предложено Марком Пола-
ни в [7]. Эти знания появляются только как ре-
зультат тренировок под руководством инструк-
тора и являются результатом обучения или 
личного опыта. Любые, сколь угодно ясно сфор-
мулированные правила сами по себе не помо-
гут этому научиться [8].
До недавнего момента считалось, что ин-
формационные обучающие системы не при-
способлены определять уровень неформализо-
ванных знаний. Развитие компьютерных систем, 
широкие исследования в области моделей 
представления знаний, разработка и внедре-
ние ИОС показали, что определение уровня 
неформализованных знаний представляет со-
бой достаточно сложную задачу и является од-
ним из сдерживающих факторов широкого при-
менения ИОС в учебном процессе.
2. Модели представления знаний в обуча-
ющих системах. В ИОС в качестве источни-
ка знаний используются базы знаний. Однако 
в очень многих ИОС база знаний представляет 
собой простой набор теоретического материа-
ла, формул, графиков и т. д. Примеров баз зна-
ний с позиции термина «база знаний» искус-
ственного интеллекта практически нет. Связано 
это, прежде всего, с нерешенностью вопроса 
представления знаний. Суть проблемы заклю-
чается в том, что необходимо создать и опи-
сать некую модель хранения знаний, с которой 
могли бы взаимодействовать остальные ком-
поненты ИОС наподобие человеческого интел-
лекта. Механизм взаимодействия компонентов 
ИОС с базой знаний строится на основании 
выбранной модели представления знаний. Та-
ким образом, можно утверждать, что выбор 
модели представления знаний является ключе-
вым фактором при построении информацион-
ных обучающих систем.
На данный момент существует огромное ко-
личество моделей, позволяющих представлять 
знания в ИОС. Все они имеют свои достоинства 
и недостатки. Выбор модели представления зна-
ний зачастую зависит от предметной области. 
Условно все модели можно разделить на сле-
дующие группы [6]: логические, продукцион-
ные, сетевые, фреймовые, математические.
В основе логической модели лежит тот факт, 
что вся информация, которая требуется для ре-
шения прикладной задачи, рассматривается 
как совокупность фактов и утверждений, 
представленных формулами в некоторой логи-
ке [6]. Достоинством логических моделей яв-
ляется то, что модель базируется на классиче-
ском аппарате математической логики, методы 
которой хорошо изучены и обоснованы. Также 
имеются достаточно эффективные процедуры 
вывода, база знаний предназначена для хране-
ния большого количества аксиом, из которых 
по правилам вывода можно получать другие 
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знания. Основной недостаток: логики, адек-
ватно отражающей человеческое мышление, 
еще не создано [9].
Продукционные модели являются наиболее 
часто используемыми в представлении зна-
ний. Они основаны на правилах, которые 
представляют знание как предложение «Если 
условие истина, то действие». Достоинствами 
продукционных моделей являются нагляд-
ность и высокая модульность (отдельные ло-
гические правила могут быть добавлены в базу 
знаний, изменены или удалены независимо от 
других) [9]. Модульный принцип разработки 
систем позволяет автоматизировать их проек-
тирование, обеспечить легкость внесения до-
полнений и изменений, реализовать простоту 
логического вывода. Однако продукционная мо-
дель обладает одним существенным недостат-
ком: в случае, когда таких продукций накапли-
вается большое количество (больше нескольких 
сотен), то они могут противоречить друг другу. 
Сетевые модели основаны на семантиче-
ской сети, и их формально можно задать в виде 
H = < I, С1, С2, …, Сn, G >, где I – множество 
информационных единиц, С1, С2, …, Сn – мно-
жество типов связей между информационны-
ми единицами, G – связи из заданного набора 
типов связей, входящих в I [6]. В работе [9] 
приводятся следующие достоинства и недо-
статки сетевой модели. 
Достоинства: 
 • описание объектов и событий произво-
дится на уровне очень близком к естественно-
му языку; 
 • обеспечивается возможность соединения 
различных фрагментов сети; 
 • отношения между понятиями и события-
ми образуют небольшое, хорошо организован-
ное множество; 
 • для каждой операции над данными или 
знаниями можно выделить некоторый участок 
сети, который охватывает необходимые в дан-
ном запросе характеристики;
 • обеспечивается наглядность системы зна-
ний, представленной графически; 
 • близость структуры сети, представляю-
щей знания, семантической структуре фраз на 
естественном языке;
 • соответствие сети современным пред-
ставлениям об организации долговременной 
памяти человека.
Недостатки:
 • сетевая модель не дает ясного представ-
ления о структуре предметной области, поэто-
му формирование и модификация такой моде-
ли затруднительны;
 • сетевые модели представляют собой пас-
сивные структуры, для обработки которых не-
обходим специальный аппарат формального 
вывода и планирования.
Основным отличием фреймовой модели от 
всех остальных является то, что в ней жестко 
фиксируется структура информационных еди-
ниц, называемых протофреймом. В общем виде 
она выглядит следующим образом: 
(Имя фрейма: 
Имя слота 1 (значение слота 1) 
Имя слота 2 (значение слота 2) 
..................... 
Имя слота К (значение слота К)).
При конкретизации фрейма ему и слотам 
присваиваются конкретные имена и происхо-
дит заполнение слотов. Таким образом, из про-
тофреймов получаются фреймы- экземпляры. 
Переход от исходного протофрейма к фрейму-
экземпляру может быть многошаговым за счет 
постепенного уточнения значений слотов [10]. 
Авторы работ [9, 11] выделяют следующие до-
стоинства фреймовой модели:
 • способность отображать концептуаль-
ную основу организации памяти человека;
 • универсальность, так как позволяют ото-
бразить все многообразие знаний.
Также в работе [11] приводятся такие до-
стоинства как:
 • естественность и наглядность представ-
ления, модульность;
 • поддержку возможности использования 
значений слотов по умолчанию.
Из недостатков модели можно выделить 
следующие [12]:
 • высокая сложность фреймовой системы;
 • разрозненные части информации, объе-
диненные во фреймы, не могут быть выстрое-
ны в последовательность высказываний. Ина-
че говоря, языки описания знаний во фреймо-
вой модели не являются языками, родственны-
ми естественным, а ближе к изобразительным 
средствам.
Методы построения математических мо-
делей часто основаны хотя и на неточной, но 
в целом объективной информации об объекте 
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[11]. Однако возможны ситуации, когда при 
построении моделей решающее значение име-
ют сведения, полученные от эксперта, обычно 
качественного характера. Они отражают со-
держательные особенности изучаемого объек-
та и формулируются на естественном языке. 
Описание объекта в таком случае носит нечет-
кий характер. При использовании для отобра-
жения знаний теории нечетких множеств бу-
лева алгебра распространена на действитель-
ные числа. В булевой алгебре 1 представляет 
истину, а 0 – ложь. То же имеет место и в не-
четкой логике, но кроме того используются так-
же все дроби между 0 и 1, чтобы указать на ча-
стичную истинность [13–15]. Так запись «µ(вы-
сокий (Х)) = 0,75» говорит о том, что предполо-
жение «Х – высокий» в некотором смысле на 
три четверти истинно, а на одну четверть ложно.
Главными преимуществами математической 
модели являются точность, работа с абстрак-
циями и передача информации логически од-
нообразным способом.
Точность таких моделей можно проверить, 
проведя необходимые наблюдения или поста-
вив эксперимент. Также важным плюсом явля-
ется тот факт, что логика математики позволяет 
извлекать только те элементы, которые важны 
для дедуктивной логики рассуждения, исклю-
чая все посторонние значения. Недостатком 
же является сложность математического аппа-
рата. Возникают трудности перевода языка ма-
тематики на язык реальной жизни.
Зачастую в структуре знаний классы объ-
ектов являются нечеткими понятиями. Также 
лица, излагающие эти знания, могут делать 
выводы, содержащие элементы неуверенности, 
либо основанные на опыте. Подобные ситуа-
ции заставляют искать новые подходы к описа-
нию знаний и их оцениванию. Одним из новых 
подходов является переходот знаний в классиче-
ском понимании к знаниям нечетким. Нечет-
кие знания можно описать через следующие 
лингвистические переменные:
Θ = Отношение принадлежности = {При-
надлежит, Скорее всего принадлежит, Вероятно 
принадлежит, ..., Вероятно не принадлежит, Ско-
рее всего не принадлежит, Не принадлежит}; 
∆ = Отношение следования = {Следует, Ско-
рее всего следует, Вероятно следует, ..., Веро-
ятно не следует, Скорее всего не следует, Не 
следует};
AND/OR = Отношение связи = {И/ИЛИ, 
Скорее всего И/ИЛИ, Вероятно И/ИЛИ, ...}.
Предполагается, что эти переменные име-
ют разную степень значения в зависимости от 
силы принадлежности к тому или иному свой-
ству.
Тогда под нечетким знанием можно пони-
мать следующее.
Если
( )1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 1 1,
 n n n n
n n n n
a X a X a X
a X+ + + +
Θ Ψ Θ Ψ … Θ Ψ …
∆ Θ Ψ
где ai, Xi – значения лингвистических пере-
менных, Θi – значение переменной принадлеж-
ности из Θ, Ψ1 – значение переменной связи 
из AND/OR, ∆ – терм-значение переменной 
следования из ∆. Поскольку нечеткое знание 
определяется через лингвистические перемен-
ные, то и операции нечеткого логического вы-
вода можно количественно определить на базе 
операций с соответствующими функциями при-
надлежности.
В обучающих системах знания условно 
можно разделить на две категории:
 • предметные – знания эксперта (препода-
вателя) о составе и структуре учебного пред-
мета, которые определяются программой обу-
чения;
 • персональные – знания о степени изучен-
ности предмета в рамках изучаемого курса об-
учаемым. Эти знания динамичные, изменяют-
ся в процессе обучения и предназначены для 
адаптации ИОС к конкретному обучающему.
3. Математическая модель на основе не-
четких множеств. В основе математической 
модели предметных знаний на основе теории 
нечетких множеств лежит нечеткий ориенти-
рованный граф ( , ))( (, ,)G GG E S e s= µ µ   (рис. 1).
Вершины графа – это множество E концеп-
тов (предметных элементов). Дуги графа ото-
бражают отношения S E E⊂ × , которые ха-
рактеризуют структуры предметных знаний. 
Вершины и дуги содержат функции принад-
лежности нечетких множеств, которые явля-
ются представлением эксперта (преподавате-
ля) о предмете. Функции принадлежности за-
даются экспертом самостоятельно.
Математическая модель персональных 
знаний на основе теории нечетких множеств 
имеет явные преимущества в представлении 
неформализованных знаний по отношению 
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к другим. В ее основе лежит нечеткий ориен-
тированный граф 
 ' '
' ' ' ' ' ( ( ), , , ( ))
G G
G E S e s= µ µ  
(рис. 2).
Вершины графа 'G  показывают состав уже 
изученных предметных знаний – подмноже-
ство 'E E⊂ ; дуги графа '  G  являются отра-
жением уже изученных предметных знаний. 
Дуги графа инициализируются значениями 
функций принадлежности, которые определя-
ются как результат построения нечетких под-
множеств множества E, и обуславливают друг 
друга как:
' ' '
*
;  \ ; 
av gr av
q tpa q
A AP P Q A P Q P
S SsS S
→ →→∼ ∼ = ∼


    


,
где   'A Q⊂  – нечеткое множество, характери-
зующее степень знания вопроса;  'P Q⊂  – не-
четкое множество, характеризующее степень 
незнания вопроса; '  Q Q⊂  – нечеткое множе-
ство, отражающее оценку уровня владения во-
просом учащимся; '  T T⊂  – нечеткое множе-
ство, отражающее оценку степени освоения 
учащимся материала темы;    
av
∼→  обозначение 
операции индуцирования в average-форме; 
  
gr
∼→  – обозначение операции индуцирования 
в форме граничного объединения. 
Такое определение функций принадлежно-
сти вышеперечисленных нечетких множеств 
повышает степень полноты и достоверности 
оценки подготовки обучаемого благодаря уче-
ту всех факторов, влияющих на ответ учаще-
гося, и, что самое важное, степени их влияния 
[16]. 
Построение персональных знаний необхо-
димо для определения степени изучения пред-
метных знаний и нахождения в соответствии 
с установленной степенью достижения целей 
подмножества тем ''T T⊆ , которые необходи-
мо изучить обучаемому для получения целост-
ного образа знаний по предметной области:
,  0 ,
''  
 ',  0
N N
T
D T N
≠=
≠ ∪
где supp( \ ), supp( \ )N N T D D T= =    .
Рис. 1. Математическая модель предметных знаний [16]
Рис. 2. Математическая модель персональных знаний [16]
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Результатом установления состава множе-
ства ''T  является адаптация системы навига-
ции процесса обучения. Необходимость инди-
видуализированного подхода к обучению тре-
бует также и адаптации содержания учебного 
курса [16].
Такое модельное представление позволяет, 
в отличие от известных способов, учесть се-
мантическую неопределенность оценивания 
экспертом (преподавателем) степени подготов-
ки обучаемого и адаптировать систему навига-
ции электронного учебного курса адекватно 
качественной и лингвистически неточной ха-
рактеристике уровня знаний обучаемого. При-
менение теории нечетких множеств и отноше-
ний при формировании персональных знаний 
позволяет значительно повысить степень пол-
ноты и достоверности оценки степени подго-
товки учащегося благодаря учету различных 
факторов, влияющих на ответ учащегося при 
компьютерном контроле знаний, и, что самое 
важное, степени их влияния [8].
Заключение. Знания не имеют четкой гра-
ницы, вследствие чего оценивать их четко до-
статочно сложно. В ЭВМ знания могут быть 
представлены только как система данных с ин-
терпретатором. Поэтому необходима модель, 
которая бы позволила четко представить не-
четкие величины (знания) в обучающих систе-
мах и свести погрешности в факте освоения 
знаний к минимуму. Результаты исследований 
показали, что для этого подходит математиче-
ская модель на основе теории нечетких мно-
жеств. Построение модели предметных зна-
ний и модели текущих знаний студента на ос-
нове нечеткого ориентированного графа по-
зволит определять в автоматическом режиме 
уровень усвоения того или иного методиче-
ского материала. Использование оверлейного 
наложения одной модели на другую, а также 
применение операций произведения и свертки 
над характеристическими функциями нечетко-
го множества позволит адаптировать маршрут 
обучения к каждому студенту индивидуально. 
В настоящее время ведется разработка обуча-
ющей системы, в которой знания будут пред-
ставлены математической моделью на основе 
теории нечетких множеств.
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REPRESENTATION OF KNOWLEDGE IN LEARNING SYSTEMS BASED  
ON THE THEORY OF FUZZY SETS
Belarusian National Technical University
Using of information technologies and e-learning systems increases opportunities of teachers and learners in reaching 
their studying process goals. It takes into account the individual characteristics of each and provides opportunities for e-learn-
ing. But e-learning systems using is limited despite of many researchers and the obvious advantages of such systems. One of 
the main reasons of such limitation is the usage of precise quantitative techniques in a hard-structured and fuzzy area as a 
learning process. In designing of information learning systems developers are faced with the problem of modeling knowledge 
which can be divided into two categories conventionally: personal and subject. Subject knowledge is defined education pro-
gram and represents expert knowledge (the teacher) about the composition and structure of the subject. Personal knowledge 
can determine the level of the material studied by learner. This kind of knowledge is dynamic, changing in the educational 
process and designed to adapt e-learning systems to the particular learner. There are a large number of knowledge represen-
tation models. Commonly used models are logical, productional, network, frame-based and mathematical models. The main 
advantage of the mathematical model is the accuracy, abstraction processing, communication logically uniform way. Mathe-
matical model of knowledge representation based on the theory of fuzzy sets take into consideration the semantic ambiguity 
expert assessment (teacher) degree of preparation to learner.
Keywords: knowledge, e-learning, mathematical model, fuzzy sets.
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